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Abstract：　Let　us　consider　a　problem　concerning　a　chain　of　m　circles　with　a　property　of　con－
stant　sum　；　indeed，　we　are　requested　to　seek　a　permutation　（ai）i，＝Mo－i　of　2m　integers
｛O，1，　2，・　・　・　，　2m　一　1｝　which　satisfies　the　following　condition　：
（1）　ao　＋al　＋a2　＝＝　a2　＋a3　＋a4　＝…＝a2．一2　＋a2．一1　＋ao・
Behind　such　a　problem　in　combinatorial　inathematics，　there　exists　an　interesting　graph　struc－
ture，　and　in　the　cases　of　3　S　m　S　7，　the　author　was　successful　in　listing　up　all　solutions　（ai　）
with　constant　sum　（1）．　ln　addition，　he　discusses　related　problems　from　a　viewpoint　of　random
permutatlons．
Key　words：　permutqtion，　random　permutation，　cycle　in　a　graph，　property　of　constant　sum．
　　　　　　　　　　　　　　　　　§1．問題および結果
　魔法陣などのように、予め定められた配置に数をおいて、和を一定にする問題は古くから知
られている（例えば、［1］参照）。この数の定和性に関する問題をここでは、鎖の形を用いて
考究する。
　主たる問題として、m個の輪からなる鎖を図Aのように円状につなげ、鎖の中に生じた2m個
の領域に0から2配一1までの整数を入れて、輪の中にある3つの数の和をすべて等しくする問
題を取りあげる（m≧3）。すなわち、2m個の領域に入れるべき数を順次時計回りに、
　　　　　ao，al，a2，…　　，a2m－2，a2m－1
と書くとき、・から・m－1までの数の置換で、次の等式をみたすω無「1をすべて探す・とに
なる：
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（1）　ao　＋al　＋a2　＝＝　a2　＋a3　＋a4　＝…＝　a2．．2　＋a2．一1　＋ao　・
この条件（1）は、1次変換y＝α＋魚に関して不変なので、aiの値域を、等差数列をなす2m
個の数｛α＋fik；　k＝O，　1，　2，…2m－1｝に一般化してもよい。また、回転不変性および、反時計回
りに回り方を変更しても条件（1）は変わらないので、次の条件（2）あるいは（2’）を付け加
えることが、われわれの問題定式化には都合がよい：
（2）　ao　＝　O，　al　〈　a2．一1；
（2’　）　al　＝O，　a2　〈　ao
問題1．　0から2配一1までの数の置換（ai）で（1）と（2）あるいは（1）と（2’）をみたす
ものは全部で何個あるか。この解の集合をΩmで表し、その個数をCm＝1Ωmlと書く。
（2）や（2’）の条件をはずして、（1）だけをみたす置換（a、）は、もちろん2mCm通り生じる
ことに注意しよう。
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図A（m＝8の場合） 図B（m＝6の場合）
　さて、鎖を軒下につなげた形の図Aから生じる問題1は、それと対をなす問題2をもってい
る。一列をなすm個の輪からなる鎖には、上の図Bをみてもわかるように、2m　一1個の領域が
生じる。各領域に1から2m　一1までの整数を入れて、輪の中の数の和を一定にしたい。すなわ
ち・1から・m－1までの数の二四溜一1で、左から川頁に
　　　　bi，b2，b3，’”，b2m－2，b2m－i
と入れて、定和性の等式
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（3）bi＋わ、＝わ，＋わ3＋わ、＝…＝わ、。．4＋わ、。．3＋わ，。．，＝わ、m一、＋わ、。．1
が成り立つものを探す。このとき、左右の入れ換えでも条件（3）は変わらない点を考慮すれば、
付加条件
（4）　　bi＜b2n卜1
を課すことになる。
問題2．　1から2m－1までの数の置換（b，）で、条件（3）と（4）をみたすものは全部で何
個あるか。この解の集合をΩ島で表し、その個数をDm＝1Ωhiと書く。
・のΩhは問題1のΩ．の中に埋め込まれる・つまり・ω諮一’∈Ωkに対し・b・一・とおいて
・から・m－1までの置卿、）盆1を作ると、㈲諮1は明らかに（2）式をみたすΩ。の要素で
ある。別の言い方をすると、ao＝Oの入る領域で円状の鎖を切断して一列にすれば、問題1が
問題2に姿を変えることになる・・うして、（1）と（・）をみたす置換（bi）諮1はDm個存在し・
他方ωと（2’　）をみたす置換㈲謝ま（c。一Dm）個存在する・
　われわれの得た結果は次の表にまとめられる。
定理
吻 3 4 5 6 7
C配
c加
42 64 64 20
P0
116
U5
　この定理の証明は、§2で述べられる。そこでくわしく説明するように、3つの数の和を一
定にする操作に伴って生じるグラフ構造を明らかにし、正m角形の対角線全体のなすグラフ
Hmと同型な部分グラフをすべて見出すことが、われわれの問題解決への鍵となる。また、解
集合Ωmの要素を具体的に列挙することは、証明の該当する箇所でなされる。
　すべてのmについて、CmとDmを決定する仕事は、今の所著者の手に負えぬ難物であるが、
組合せ問題への確率論的アプローチ（［3］と［4］参照）に示唆を受けて、§3においてランダ
ムな置換の観点から、われわれの定稲性問題をながめ直す。
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　　　　　　　　　§2．問題に付随するグラフ構造；定理の証明
・から・m－1までの数の9LM（ai）ir，一1が定和性の条件（1）をみたすとき・（1）の共通の値
をsとおいてsの値域をまず確定する。
　　　　　　　　　ユ　　　　ナ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　ms＝Σai＋Σα2」＝m（2醜一1）＋Σa2ノ・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　j＝oノ＝0　　　’＝0
　　　欝一覧（es＝1）≦冨・・ノ≦鴛ノーm（3弩一1）
に注意すると、
（・）「5㌻3］≦・≦［7誓3」
を得る（「xlはn≧xとなる最小の整数、　Lx」はn≦xとなる最大の整数を表す）。
　また、（ai）が（1）を値sでみたすとき、新しい置換を
　（6）　　ai＝2m－1－ai，　i＝0，1，。・・，2m－1，
で定めれば、㈲も値3（2m－1）一s（・Sとおく）で（1）をみたす・ここで・ai。＝0となる翻
ioは、　aio＝2m－1から定まり、回転および向きの逆転を必要なら（ai）に加えることによって、
付加条件（・），（・’）が保存されるような置換（の剖を導く・とができる・・うして定まる
Ω配下の対合1：（ai）→（b、），12は恒等変換，に留意して、Ω．の部分集合を4つのタイプに分け
て調べて行く。
　　　　α。（s）＝｛（ai）・Ω。；（1）の｛直が・に等しく、・。＝0そしてai。＝2m－1となる
　　　　　　　番号らは偶数｝，
　　　　β。（s）＝｛（ai）・Ωm；（1）のイ直がsに等しく、a。ニ0そしてai。＝2m－1となる
　　　　　　　番号らは奇数｝，
　　　　γ航（s）＝｛（ai）∈Ωm；（1）の値がsに等しく、a1＝0そしてaio＝2m－1となる
　　　　　　　番号らは偶数｝，
　　　　δm（・）＝｛（ai）・Ω。；（1）の1直がsに等しく、al　＝Oそしてa、。＝2m－1となる
　　　　　　　番号らは奇数｝；
　　　　　　　［禦」
　　　　Ωm－u｛αm（s）∪β。（s）∪γ。（s）∪δ。（s）｝
　　　　　　　・イ禦1
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　　　　　　　　　　　　　　團
であり、問題2の解集合Ω島は　U　｛α．（s）Uβ彫（s）｝と1：1に対応している。
　　　　　　　　　　　　　・一［等Σ1
補題1．（6）から導かれるΩm上の対合1は、α．　（s）→α．（3），β腕（s）→γ配（S），
γ配（s）→β配（3），δm（s）→δm（3）上の変換をそれぞれ引き起こす。
補題1によって、（5）の範囲の半分、つまり
（s’　）　［一｛21t！11一’31sss3m－2
をみたすsについて、各解集合α．（S），β那（S），γ配（S），δm（S）を調べればよい；
（7） 喆?P｛la・　（s）1伽1＋17・（・）1＋16・（・）1｝
（8）
@Dm　＝　，＝F’　ltillllg．’i3　1　｛21am　（s）1　＋li3m　（s）1　＋　17t．　（s）1｝
を得る。
　ここで、m＝2日置1（k・1，2，3，…）の場合、β2々＋1（5k＋1）≠φ，γ2k＋1（7k＋2）≠φを示そう。
補題2．　奇数のmに対し、Cm≧2，　Dm≧1となる。
証明m＝2k＋1のとき、次式で定義される置換（ai）はβ2た＋1（5k＋1）に属する：
ao＝O，　a4ノ＝ノ，　a4j－2＝k＋ノ（ノ＝1，2…，k），　そして
a2ノー1＝4k一ノ＋1（ノ＝1，2，…，2k），　a4k＋1＝　4k＋1。さらに、補題1を適用すれば、
γ2k＋1（7k＋2）≠φがわかる。
注意　m＝2kの偶数の場合、すべてのk≧2にわたって、fi2，　（5k－1）に属する置換を指し示す表
現式を得ることに成功していない。例えば、04531627∈β4（9），068511293740∈β6（14），
0817153069432254∈β8（19），00491942833657257168∈β10（24）（ここで万は10＋nを
表す）という事実に留意して、特性「ao＝O，　al＝2k，　a2＝　3k－1，　a3＝　2k－1，　a4＝1で
始まり、以下偶数番目のa2iには2から2k－2月目の小さい数が入り、奇数番目のa2i．1には残
りの大きい数（3kから4k－1までの数と2た＋1から3k－2までの数）が入る」
によって規定される置換（ai）∈β2々（5k－1）を予想した。けれども、　k≧6に対しては見通しが
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きかないのが現状である。
　さて、解集合Ω配に付随するグラフ構造へ話を進めよう。以下グラフ理論の用語を適宜使用
する（［2］～［4］参照）。まず（5’）の範囲の各sに対し、0から2m・一1までの数の中から3
つの数x，y，Z（x＜y＜Z）を選んで、　x＋y＋Z＝sとなるものをすべて列挙する。3つの数の組
｛x，y，Z｝を単にxyzと記す。説明の便宜上、　m・・4の場合を実例としてくわしく書く。
イ）s＝9のとき：027，036，045，126，135，234の6通り；
ロ）s＝10のとき：037，046，127，136，145，235の6通り。
これら6とおりの3つの数の組xyzを頂点にもつ（無向）グラフG（s）を考える。2つの頂点
xyzとκyz’は、同じ数を共有していれば辺で結ばれ、そうでなければ辺で結ばれない。こう
して定まるグラフG（s）から、長さm（＝4）のサイクル
xoyoZo一κly1ZI一κ2Y2Z2－x3Y3Z3一κoYoZoで、0から2m－1までの数がすべてxi，yi，Ziの
うちのどこかに現われるものを探す。この性質は、隣iり合わない頂点同士が辺で結ばれてはい
けないことと同値である。
　われわれはグラフG（s）自身よりもむしろその補グラフG（s）に着目する。このG（s）は、任意
の頂点同士がすべて辺で結ばれる完全グラフK6に関するG（s）の補グラフであり、G（s）とは反
対に互いに素な2頂点xyzとκ’y’z’とが辺で結ばれる。　m＝4の場合、
イ）G（9）の辺は、027－135と045－126の2本；
ロ）σ（10）の辺は、037－145，046－127と046－235の3本からなっている。
われわれの問題は、正m←4）角形の対角線全体のなすグラフHmと同型なG（S）の部分グラ
フをすべて見つけることに帰着される。従って、正方形の対角線Y2×考と同型な部分グラフは、
イ）s＝9のとき、vl＝　027，　v2＝126，　v3＝135，　v4＝045となる。
これから、G（9）における求めるべき長さ4のサイクルは、条件（2）を考慮して
045－135－126　一　027　一　045であり、0から7までの数の置換
aoala2…a7＝04531627∈β4（9）に到達する。（サイクルの出発点と向きは、条件（2）または
（2’）によって一意的に決定されることに注意しよう。）他方、
ロ）s＝10のとぎ、求めるG（10）の部分グラフは、vl＝037，　v2＝127，　v3＝　145，　v4＝046と
vl＝　037，　v2＝235，　v3＝145，　v4＝　046の2種類存在する。これらに対応するσ（10）におけるサ
イクル037－127－145－046－037と046－145－235－037－046、そして解
03721546∈α4（10）と06415237∈β4（10）をそれぞれ見出す。
以上の解に加えて、補題1壷使えば、03721546∈α4（10）から04713265∈α4（11）を、
06415237（≡β4（10）から70452631∈γ4（ll）を、そして04531627∈β4（9）から70516423
∈γ4（12）を導く。
　こうしてm　・4の場合、次の表の形にまとめられる結果を得、（7）、（8）式からC4＝6，D4＝4
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という定理の主張が証明される。
5 9 10 ll 12 計
1α、（・）l
激ﾀ、（・）l
激ﾁ、（・）l
hδ、（・）1
0100 1100 1010 0010 2220
この節の残りで、同じ方法に沿って〃F3，5，6，7の各場合を議論する。
m＝3の場合　イ）s＝6のとき、O15，024，123の3頂点をもつ完全グラフG（6）＝　K3を得、明
らかに長さ3のサイクルは一つであり、解042315∈β3（6）を見出す。また、
ロ）s＝7のときも、025，034，124の3頂点をもつ完全グラフG（7）＝K3から、解034125∈β3（7）
を得る。
補題1によって、503412∈γ3（8）と504231∈γ3（9）を見出し、C3＝4，D3＝2と結論される。
m・5の場合に移る。
イ）∫＝llのとき：補グラフG（11）の頂点は、029，038，047，056，128，137，146，236，245の9個。
辺は次の9本からなる：029－137，029－146，038－146，038－245，047－128，047－236，056
－128，056－137，137　一　245．正5角形の対角線がなすグラフH5は星形を構成し、長さ5のサイク
ルv1－v3－v5　一v2　一v4－Vlによって表現される。この事実から、H5と同型なG（ll）の部分グラ
フは、1種類038－146　一　029－137　一　245　一　038であることがわかる。もとのグラフG（ll）
における長さ5のサイクルは、038－137－146－245－029　一　038であるので、解0837164529
∈β5（11）を見出す。
ロ）s＝12のとき：G（12）の頂点は、039，048，057，129，138，147，156，237，246，345の10個。
辺は、039　一147，039－156，039－246，048－129，048－156，048－237，057－129，057－
138，057　一　246，i29－345，138　一　246，156－237の12本。　H5と同型なG（12）の部分グラフは
存在しないことがわかる。
ハ）s＝13のとき：G（13）の頂点は、049，058，067，139，148，157，238，247，256，346の10個。
辺は、049－157，049－238，049－256，058－139，058－247，058　一　346，067－139，067－
148，067　一　238，139－247，139　一　256，148－256，157－238，157　一　346の14本。H5と同型な
G（13）の部分グラフは2種類：067－238－049－256－148－067と067－238　一　049－
256－139　一　067。対応する解は、それぞれ0765238149∈β5（13），0765283194∈α5（13）と
なる。
　補題1に訴えて、s＝14のときの解は、9058167432∈γ5（14）と0592347168∈αs（14）。s＝15
のときは解なし。sニ16のときは、9074538261∈γ5（16）を得る。以上をまとめると、次の表を
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得て、定理の主張C5＝6，D5＝4が示される。
5 11 12 13 14 15 16 計
1α，（・凋
Pβ，（・）1
戟C（・）l
激ﾂ，（・）1
0100 0000 1100 1010 0000 0010 2220
m＝6の場合　3≦m≦5に対してはいつれもδ．　（s）＝φであったが、m＝6になって初めて4
つのタイプの解が出揃うことを見よう。以下、10，llは0，1で表される。
イ）sニ14のとき：G（14）は、031から356までの14個の頂点および、031－149以下248－
356までの33本の辺から構成される。正6角形の対角線全体がなすグラフH6と同型なG（14）
の部分グラフをもれなく見つけるため、次の方式に従って進んで行く。まず、最小次数の頂点
を一つ（例えば、次数4の130）vlに選び、　vlと辺で結ばれる3頂点の組｛v3，v4，v5｝でv3－v5
となっているものに着目し、次いでv4と辺で結ばれる2頂点｛v2，v6｝で残りの条件
v2－v6，v2－v5，v3－v6をみたすものをすべて探す。探し尽した後、130を頂点にもつような
H6と同型の部分グラフはもうないので、130と結ばれる辺は不要になり、G（14）からすべて消去
する。こうして導かれたグラフG’（14）から、改めて最小次数の頂点を1つ（次数4の149）Vl
に選び、同じ操作を実行し、くり返す。
　このような手順によって、われわれはG（14）における長さ6のサイクルを3種類見出す：
068－158－121－239－347－040一一〇68，　068－356－257－121－149－040－068，
そして059－356－167－121－248－040－059；対応する解はいつれもβ6（14）に属し、
068511293740，086357211940，そして095367112840となる。
ロ）s＝15のとき：G（15）は、041か月456までの15個の頂点および、041－159以下
267－348までの39本の辺で構成されることがわかる。イ）と同じ手順で、このグラフG（15）
は長さ6のサイクル　069－249　一一　140　＿　131－357－078＿069を1つ含み、対応する解
069240113578∈β6（15）に至る。
ハ）s＝16のとき：6（16）は、051から457までの15個の頂点および、051－169以下268－457
までの41本の辺からなる。イ）ロ）に比べて、このグラフはいろいろなタイプの解を産み出す
ことが示される。事実、
　os1140286379，　097541132860Ea，（16）；
　060421358179，　097368240151EliV，（16）；
　00682　1　39475　1，　006917853　1　24　E　66　（1　6）
を見出す。
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　17≦s≦19の範囲の解は、補題1によって導かれる：
二）s＝17のとき106　1　248539170，089351124670∈α6（17）；
　　　　　　　　　106017935842，　908630421517E7，（17）；
　　　　　　　　908274601153，　908634025117E6，（17）．
ホ）s幕18のとき：008643152971∈γ6（18）。
へ）sニ19のとき：009284711536，009371126854，009468531172∈γ6（19）。
　以上をまとめると、次の表の結果を得、同時に定理の主張C6＝20，D6　＝10を導く。
∫ 14 15 16 17 1819 計
iα、（・）l
hβ、（・）l
hγ、（・）l
激ﾂ，（・）1
0300 0100 2202 2022 0010 0030 4664
m＝：7の場合に移ると、付随するグラフ構造は一段と複雑さを増し、解集合Ω7の豊富さに驚か
される。事実、次の結果を証明することができる。
∫ 16 17 　　　1P8 19 20 21 22 23 計
1α，（・）l
hβ，（釧
Pγ，（・）l
激ﾂ，（・）1
0900 090・0 4403 10
P3
Q4
10
Q134
4043 0090 0090 28
R7
R71
P4
これから、（7）（8）によって定理のC7＝116，D7＝＝　65が結論される。
　われわれがΩ7の要素をもれなく見出す方法は、基本的にm・・　6の場合と同じである。補グラ
フG（s）において、正7角形の対角線がなすグラフH7と同型な部分グラフを一定の方式で順序
よく求めて行けばよい。ここではその詳細は省き、得られたΩ7の要素aoala2…a12a13を記載
するだけにとどめたい。以下リストの順序は、0を先頭にする辞書式順序に従い、万で10＋nの
数を表す。
イ）s＝16のとき：β7（16）の9つの解は以下の通り。
　　00673859231142；　00682957411233；　00682312394751；　00691321385742；
　　01574028691233；　01583769132042；　01501328673942；　02475019682133；
　　02411059286733
51
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　鎖の形と数の定和性に関する問題
ロ）s＝17のとき：β7（17）の9つの解は以下の通り。
　　　　06151978223043；　07052142133689；　08926740331152；
　　　　00728639511243；　00782693511243；　01629713304852；
　　　　02511972863043
ハ）s＝18のとき：α7（18）の4つの解は次の通り。
　　　　05314138792062；　05314220693871；　05332246891071；
　　　　β7（18）の4つの解は次の通り。
　　　00837295431162；　00891343125762；　01783960242153；
　　最後にδ7（18）の3つの解は次の通り。
　　　20684133297015；　20602978314315；　00846933215217
二）s＝19のとき：α7（19）の10個の解は次の通り。
　　　06315042379281；　06315132478290；　06315132487209；
　　　06342253171809；　09036215324781；　09063151324872；
　　　00973242315681；　01801532469372
　　　β7（19）の13個の解は次の通り。
　　　07216305432981；　07234501892163；　07234321658109；
　　　08117025234963；　08171352234690；　08171352243609；
　　　09018742351263；　09036125234781；　09072343216581；
　　　01892705432163
　　　　γ7（19）の2つの解は次の通り。
　　　30658011793242；　30612897324051
　　　最後にδ7（19）の4つの解は次の通り。
　　　20711803694325；　10892345036217；　00964322531718；
ホ）s＝20のとき：α7（20）の10個の解は次の通り。
0 827640331152；
0251179 683043；
008914 3215762
0262 314953
06324235 7 809；
0906324235 7 8；
07252349630181；
09018743252163；
01810725234963；
0097324321658
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07325146019382；　07334156910282；　07343526780191；　07343526208119；
07343165910282；　08217034325691；　08262534370191；　08235231604791；
01910643325782；　01956134370282
β7（20）の2つの解は次の通り。
01910462235873；　02839106451273
γ7（20）の13個の解は次の通り。
30721452389016；　30721810965234；　30749018136225；　30749018163252；
30712801965234；　30721098361452；　20811907343526；　20811097433526；
10947032523618；　10965234307218；　10983072163254；　10901634325872；
10901278523436
最後にδ7（20）の4つの解は次の通り。
10910643325872；　10947035226318；　10974335262081；　10983071262354
5＝21のとき：α7（21）の4つの解は次の通り。
08317314650292；　08326324579110；　08326504731192；　09245331768210
γ7（21）の4つの解は次の通り。
30849205623171；　30821913740562；　20984160533172；　20902186713354
最後にδ7（21）の3つの解は次の通り。
20920564137318；　10029573182364；　10047953362182
5＝22のとき：γ7（22）の9つの解は以下の通り。
　30912284075163；　30912280471563；　30930115642827；　30930571462281；
　30930751642281；　20039581327146；　20039671453182；　20039761543182；
　20075436381291
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チ）s＝23のとき：γ7（23）の9つの解は以下の通り。
　　30012296841573；　30012475139682；　30021574238691；　30067514832291；
　　20120586913374；　20139132850674；　20148506733192；　201573328694el；
　　20157604913283
　　　　以上で〃1＝7の場合の解はすべて列挙された。
§3．ランダムな置換と定和性
　　組合せ問題への確率論的手法の有効性は、よく知られている（［3］，［4］）。問題1，2の解
CmとDm（m≧3）を、確率論的アプローチに沿って研究したい。特にこれらの数列のm→。。
のときの振舞いに興味をもつ。ここで略述するのは、ランダムな置換（a、）の2次形式であるs2
（後の（11）式参照）を取り上げて、その期待値を求めるに過ぎないけれども、s2の高次モーメン
トE囲からラプラス変画幅】へと至るのカs一・　・Pれわれの礪目標であ・・著者の力及ば
ず、これらは今の所未解決となっている。
　さて、2m個の要素｛0，1，2，…，2m－1｝の置換全体の集合をS2Mと記し、S2Mの各点に等確率
歯を付与す・。この集E一　S2．からラ・ダムに一つの置換（a。，al，a、，…a，一1腿ぶとき、m
個の数
　（g）　xl　＝ao　十al　十a2，x2　＝a2　十a3　十a4，…　，x．　＝a2．一2　十a2．．1　十ao
を考え、その統計量‘ i標本平均および標本分散）
　　　　一　lm　（lo）　J－t一一一：一Zxi，
　　　　　　M　i＝1
（11）’一ﾔ≡1書（Xi一ゴ
を定義する。
　定和性の条件（Dはs2＝0と同値である。従って§1の定理は次の形に述べ直される。
丞　ランダムな置換（a’）∈S2mに対し、s2＝Oが実現する確率Pmは、
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　　　　　　2mC　　　　C　　　　　　　　　し　　　　　　　　ゆ（12）P・　’i2m）！＝i2m．1）！
であり、3≦m≦7の範囲ではその数値は次表で与えられる。
配 3 4 5 6 7
1 1 29
P鷹
　1－
R0
　1
W40 60，4801，995，840 1，556，755，200
　S2m上の確率変数iとs2の（m→。。のときの）振舞いをみる手がかりとして、その期待値
を計算しよう。
補題3．S2M上のランダムな置換（ai）に対し、
i）　E［　a，］　＝　“．　2，M2．一，i　k　＝　m一　一i｝　（i　＝　O，　1，・・　・，2m　一　1）；
ii）　varl　a，　］　＝＝　“．　2，M2＝一，i　k2　一　（m　一　g）2　＝　g（m2　一t）　（i　＝　o，　i，・・　・，2m　一i）；　；
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1iii）aiとaj（i≠ノ）の相関係魏ま・ρ＝一Qm．1となる・
　補題3の証明は容易なので、ここでは省略する。
金墨　S2M上のランダムな置換から生じる芳とs2の期待値は次式で与えられる。
・）咽一・〔一S〕・
ii）E団一〔m2一去〕〔　　　　　　　m＋31－　　　3（m　一　1）（2m　一　1）〕・
遡・）桔｛熱慧・・’｝一・m－1・講・・iから
咽一（・一1）・（一S）一・（m一門）が従う．
・・）まず・置換（ai）の・次形式であ…を・α’　rE同一a「（m一圭あ’覗…・・m
　（ただし、α2．＝αoと約束する）を用いて書き直す。
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（m　一　i）s2　＝　1．lli．i　（（a2i－2　＋　a2i－i　t　a）一（2m－1）一躍
　　　　　＝　1．i　（（a2i－i　＋　（i　m　」1；）（a2i－2　＋　a2i）　一　」li　；．：　＊a2j］2
　　　　　・薯｛（α嘉・（1一払吻誤測
　　　　　＋21．1　／（1　一　一」II）a2i一　（a2i－2　＋　a2i　）　＋　（1　一　il；）2　a2i－2　a2i　一　ill　：1．；　“　a2i－1a2j
　　　　　　　　一（1一⊥）⊥Σ・（α、i．2＋α、i）α、ノ＋「与Σ・Σ魎」α、／｝
　　　　　　　　　　m　m　／　　　　　　　　　　　m　jく　プ
ここで・ 閨魔ﾍ｛…1・…・m－1｝＼｛i－1・i｝上をノが動くときの和を示す・
補題3の公式（Var［ak］＝σ2と一時的におく）を適用すると、この式の期待値は次のように
なる：
（m　一　1）E［s2］　＝　m（1　＋　2（1　一　ili）2　＋　！！ltf2　］a2
　　　　　　＋2mpo2（20　一一　；）　＋（1　一．　1）2　一　1！！」’ii　Z2　一（1　一　．］II）2S／t！　一22m　一　2）　＋　11t．！！一：1；jY＝一1｝）一　2）（￥　一　3）］
　　　　　　．　302　（．　一　1）　＋　pu2　（．　＋　3）　＝　g（m2　一　i）（3（m　一　1）　一　・gl．ii！1一＋一31　］
・うして・E団の公式鱒かれる・
§4．おわりに
　問題1および問題2を著者が考察するに至った経緯について、授業での実践と学生の熱心な
取り組みを踏まえて、少し付言させていただきたい。
1）週刊朝日連載の秋山仁先生のコラム（1996年9月6日号）のおかげで、m・・5の場合の問
題2（五輪のマークに1から9までの数を入れて、定和性を成り立たせる問題）に最初興味を
抱き、直ちに奇数のmに問題を一般化して補題2を証明した。この内容を1996年秋、愛知教育
大学応用数学の授業において紹介した。
2）次の年度、m＝5の場合の問題2を前期試験の一問題として出題し、浜松医科大学一年生
100名ほどによる答案の山の中から、4通りもの解を見出し、補題2で与えられる（ai）の他に、
まだ3つもの解がある事実に一驚した。
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3）1997年冬休みのレポート課題として、上記4通りの解で全部尽されるのかどうか、前節で
述べたランダムな置換の観点を織り込んで、問いかけた。提出されたいろいろなレポートの中
で特筆すべきは、D5＝4の結果を証明した一学生が、もっとわかりゃすい方法を見つけたので
新しく書き直して来ましたと、再度レポートを提出したこと。このレポートを旧作と比べなが
ら詳しくたどって行く途次、問題の背後に浮かびあがるグラフ構造に気付くことができた。そ
してm＝6，7の場合にも解を探索して、その多様さ（D6＝10，D7＝65の結果としてまとめら
れる）に驚嘆し、年度の最後の授業で、§2で述べたのと類似の「グラフに基づく方法」を紹
介した。
3）1998年夏、問題2よりもむしろ円状に配置した鎖の輪に関する問題1の方が、種々の対称
性を帯びることになり（特に補題1の有効性）、数学の問題としても興味深くなると考え、この
論文に結実する結果を得た次第であります。
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